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数值流形方法对岩土工程开挖卸荷问题的模拟 
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摘  要：基于数值流形方法数学覆盖与物理网格的相对独立性，考虑任一时刻体系中真实存在的各平衡力项对体系平衡的作

用，提出用数值流形方法模拟岩土工程开挖卸荷的方法。相对于传统数值方法，数值流形方法在模拟开挖时不用计算开挖面

上的释放荷载，不用为卸除的材料部分准备专门的单元，简单的数学网格可以适应任意的开挖过程，使其对开挖的模拟更加

简便和有效，同时高阶的流形方法对开挖问题具有较高的求解精度。 
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Numerical manifold method for simulation of excavation  
unloading in geotechnical engineering 
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Abstract: Based on the relative independence of mathematical cover and physical grid, and considering the action of truely existent 
various equilibrant force in system for system balance, a method of simulation for excavation unloading using numerical manifold 
method in geotechnical engineering is proposed. Compared with the traditional numerical method, the numerical manifold method 
need not calculate the released load on excavation face, need not prepare special element for unloaded material part; simple 
mathematic grid can meet the arbitrary course of excavation; so it is more convenient and effective; at the same time, high-order 
manifold method has better precision for excavation. 
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1  引  言 

数值流形方法是石根华在研究 DDA 和有限元

法的数学基础后提出的一种新的数值方法[1, 2]，将 
连续与非连续问题进行统一求解是提出该方法的出

发点。当流形方法的覆盖函数推广到高阶情况时，

其求解精度将有很大提高，使流形方法高精度特性

成为研究的一个重要方面[3, 4]。 
有限覆盖技术是数值流形方法的基础[1]，任何

形状的区域都可以使用由有限覆盖组成的覆盖系统

对其完全覆盖。与有限元法对求解域进行离散的思

想相比，流形方法对求解域进行覆盖在数值方法的

思想上是一个重要的转变。对流形元有限覆盖及其

具体实施的研究是对流形元方法本身研究的重要方

面，在这方面国内的研究已做了许多工作[5～7]。 
有限元对求解区域进行离散，必须依赖于区域

的边界或形状进行，而数值流形方法基于覆盖技 
术，数学覆盖和求解域相对独立，只要求数学覆盖

完全覆盖求解域，而对它的形状与范围没有限制，

这为更方便地处理求解域的复杂构形提供了条件，

同时它能以同一套网格适应求解对象构形的不断变

化，如材料的卸除等。 
岩土工程问题区别于其它工程问题的特点之一

是其在不断地开挖或建筑(回填、支护等)[8]，所以对

开挖问题的模拟是岩土工程数值方法所研究的重要

问题之一，其中用有限元法对该问题已有较多的研

究及应用[9～11]。与有限元法相比，数值流形方法是

一种更具一般化意义的数值方法，对问题的求解更
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为自然。基于流形方法数学覆盖与物理网格的相对

独立性和平衡方程中初应力矩阵项的使用，使流形

方法对开挖卸荷问题进行模拟的过程更为清晰，计

算更为简便和准确。 

2  数值流形方法的基本原理 

2.1 物理覆盖的覆盖函数 
数值流形方法以物理覆盖为覆盖函数的构造区

域，而以流形单元作为覆盖函数的插值区域，由此

来形成求解域上的整体函数。 
对平面问题，在物理覆盖 Ui 上可以使用(x，y)

的级数作为覆盖函数：  
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式中  fij(x，y)为完全多项式的基本级数；di，2j-1 及

di，2j 为物理覆盖的广义自由度，对应完全多项式的

各系数。流形单元的覆盖函数可取 0 阶到高阶的完

全多项式，对应 0，1，2 阶情况，m 分别为 1，3，
6。 
2.2 流形单元的总体位移函数 

各物理覆盖的覆盖函数在它们的交集——流形

单元上，通过权函数对其进行加权平均构成流形单

元的总体位移函数。令物理覆盖 Ui 上的权函数为

wi(x,y)。如果流形单元 e 由 q 个物理覆盖 Ue1，Ue2， 
…，Ueq的交集形成，则单元的总体位移函数为 
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(2) 
令变形矩阵为 
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令 
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式中 eiD 为物理覆盖自由度，是 2m 阶向量。 

由此，式(2)可表达为 
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2.3 流形单元的应变 
对平面问题，由流形单元的总体位移函数与应

变的关系可以得到应变表达式： 
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式中 eiB 为应变矩阵， 
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(7) 
2.4 平衡方程 

对于不同的问题，参与平衡方程的各势能源不

同，总的来说主要有：①应变能势能；②初应力势

能；③点荷载势能；④体荷载势能；⑤惯性力势能；

⑥用于不连续变形分析的接触弹簧力势能和摩擦力

势能等。根据最小势能原理，各势能项对覆盖自由

度{D}求导得到各矩阵项形成体系的平衡方程： 































































nnnnnn

n

n

F

F
F

D

D
D

KKK

KKK
KKK








2

1

2

1

21

22221

11211

       (8) 

对应于各种阶数的覆盖函数，[Kij]为相应阶数的子

矩阵；{Di}及{Fi}为相应阶数的向量。 

3  对开挖问题的计算原理 

3.1 覆盖系统随开挖过程的变化 
在流形方法中，开挖将改变材料的物理网格，

而由于数学覆盖与物理网格的相对独立性，数学覆

盖在开挖过程中并不发生改变，这与有限元法有很

大的不同。 
图 1 为一隧道开挖的流形元覆盖与有限元网格

的比较图。假设隧道从上到下分 3 步开挖，图中数

值流形方法采用了规则网格的数学覆盖（图 1(a)），
它可以适应所有形式的开挖过程。有限元方法则需

要为被卸除的材料部分准备专门的单元（图 1(b)），
所以，当改变开挖的步骤和各步卸除材料的形状，
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则需要采用不同的有限元网格。当卸除的材料部分

形状奇特如有很小的尖角等，对其进行有限元网格

划分则是困难的，流形方法则无这方面的困难。 
但与有限元法一样，在开挖的过程中流形方法

也需对完全处于卸除材料部分的单元进行处理（空

单元法或直接删除单元法[12]）。图 2 为隧道 3 步开

挖过程中流形单元的变化情况。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
图 1 开挖中的流形元覆盖和有限元网格 

Fig.1  The manifold cover and FEM grid in excavation 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
图 2 流形单元随开挖步的变化 

Fig.2  The change of manifold element with excavation 
 

3.2 开挖过程中的平衡方程 
在开挖的任一时刻，体系的内力和外力平衡，

内力为单元的总应力，外力为 2.4 节所述势能源的

③，④，⑥项等。内、外力的平衡关系体现在流形

方法中是各平衡力项产生的荷载矩阵之和为零。各

平衡力项的荷载矩阵计算方法参见文[1]。限于篇幅，

本文考虑体系中只有一种外力，即材料自重，以此为

例说明开挖对体系平衡的破坏及体系新的平衡的形

成。 
在 t 开挖步，体系中相互平衡的力为两个方面：

（1）单元体积力，即材料重力，{ f }=[fx，fy] T；（2）
单元总应力，{ }e t =  T[ , , ]ex ey exy t   ，它可以是常量，

也可以是(x，y)的函数。在物理覆盖 Uer上，它们的

平衡关系采用流形方法的格式时可表达为 
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式中  A 为流形单元的积分区域；numt为 t 开挖步

结束时体系中流形单元的数量。式(9)等式两边的意

义是对所有含物理覆盖Uer的单元求与Uer对应的荷

载矩阵。 
第 t+1 步开挖的结果是对第 t 步的材料构形的

改变，体现在式(9)中则是参与平衡方程的部分流形

单元随开挖被去除，而部分流形单元则由于开挖改

变了其单元的积分区域 A，这将导致整个体系失去

平衡，失去平衡后体系的将进行应力调整以达到新

的平衡。从 t 开挖步到 t+1 开挖步，物理覆盖 Uer

的广义自由度增量为 1}Δ{ teD ，覆盖 Uer相应的应变

矩阵为{Ber}t+1，则单元 e 的刚度矩阵为 
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式中[E]为单元的劲度矩阵。对所有单元求刚度矩阵

并按相应的广义自由度进行集成，得到体系的总刚

度矩阵[K]t+1。 
当 t 开挖步结束时，单元 e 的总应力{ }e t 作为

t+1 步的初始单元应力，由最小势能原理可以得到

{ }e t 在单元 e 上产生的荷载矩阵(即 t+1 步的初应

力矩阵)： 
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式中  1 1 2  1[ ] [ ]e t e e eq t  B B B B ；{ , ee F }t+1 的下标 e 为

其为单元初应力产生的荷载矩阵。对所有单元求

{ }e t 产生的荷载矩阵并按相应的广义自由度集成，

可得到体系的荷载矩阵{
e

F }t+1。 
在第 t+1 开挖步的构形下，单元 e 的体积力矩

阵为 
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式中{Fe, f}t+1的下标 f 表示其体积力为{ }f 产生的荷

载矩阵。同理，对所有单元求{ }f 产生的荷载矩阵

并按相应的广义自由度集成可得体系的荷载矩阵

{Ff}t+1。 
当第 t+1 开挖步结束时，卸除开挖材料以后的

体系的平衡关系可表达为 

Ⅰ 

Ⅱ 

Ⅲ 

Ⅰ 

Ⅱ 

Ⅲ 

(a) 流形方法 (b) 有限元法 

第Ⅰ开挖步 第Ⅱ开挖步 第Ⅲ开挖步 
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1][ tK { eDΔ }t+1={ fF }t+1－{
e

F }t+1       (13) 

解式(13)方程，可求得 t 到 t+1 步的广义自由度

增量： 

1{ }e tD  ＝   1
1 


tK （{ fF }t+1－{

e
F }t+1） (14) 

则从 t 到 t+1 步的体系位移增量，可将 1{ }e tD  代入

式(5)求得。 
联立式(6)和式(14)，则 t 到 t+1 步的单元应力  

增量为 
{ e }t+1＝[E][Be]t+1 1{ }e tD          (15) 

t+1 步结束时的单元总应力为 
{ e }t+1＝{ e }t +{ e }t+1            (16) 

由以上过程可见，数值流形方法较全面地考虑

了参与体系平衡的各种平衡力项，任何开挖步产生

的位移都是该开挖步构形中真实存在的各种力相互

作用的结果，这与有限元法需要求解开挖面上假想

的挖方等效荷载的方法是不同的，它更直观地接近

体系的真实情况。 

4  开挖步之间单元应力的传递 

如果权函数为 1 阶，当物理覆盖上采用 0 阶覆

盖函数时，所得到的位移解为坐标的线性函数，而

应力与应变在单元中为常数；当物理覆盖上采用高

阶的覆盖函数时，得到的位移、应变及应力解都为

局部区域的解析函数。对于常数应力单元与解析应

力单元的情况，各开挖步之间的应力传递是不同的。 
4.1 开挖步之间常数应力的传递 

使用 0 阶覆盖函数时，t+1 步的初应力{ }e t 的

荷载矩阵为式(11)，且应变矩阵[Bei]t+1 与应力{ }e t
都为常数，对式(11)积分，则有： 
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式中 S 为单元 e 的积分区域的面积。 
通过式(16)求得 t+1 步的单元总应力 1{ }e t  ， 

将其作为 t+2 步的初应力，向下传递，直到求解结

束。当采用 0 阶覆盖函数时，流形方法对大变形、

非连续变形及弹塑性问题有成熟的分析方法，使用

流形方法模拟开挖时可以考虑以上问题的存在。 
4.2 开挖步之间解析应力的传递 

高阶流形方法是局部解析的数值方法。当采用

高阶的覆盖函数时，单元应力为坐标(x，y)的函数。

如果第 t 开挖步已求解完成，则{De}t为已知，令第 1
开挖步以前的所有广义自由度为 0，则{De}t为 1～t
开挖步求得的广义自由度之和，则第 t 开挖步结束

时单元 e 的应力为 

{ e }t＝[E][Be]t {De}t             (18) 

式中[Be]t 为(x，y)的函数，与{ }e t 有相同的阶次。

对于第 t+1 开挖步，在初始应力{ }e t 的荷载矩阵式

(11)中代入式(18)得： 

  T
, 11

[ ] [ ][ ] { } d d
ee e t e t e tAt

x y 
 F B E B D   (19) 

用式(19)计算所有单元的荷载矩阵并集成体系

的荷载矩阵{
e

F }t+1，通过式(14)求得 t+1 步的广义

自由度增量 1{ }e tD ，则 

1 1{ } { } { }e t e t e t   D D D         (20) 

将 1{ }e tD 代入式(5)计算体系 t+1 步的位移增

量， 1{ }e tD 代入式(18)计算 t+1 步的单元总应力。

可见，各开挖步之间对解析应力的传递是通过继承

广义自由度的方法来实现的，它可以使各开挖步之

间的应力得到精确的传递。但由于开挖将去除部分

流形单元，必须正确计算开挖步之间各广义自由度

的对应关系，才能保证其正确传递。同时，由于广

义自由度与应力的关系必须基于初始的材料构形才

是正确的，所以该方法可以很好地应用于小变形问

题，而不适用于大变形问题。另外，高阶流形方法

对弹塑性问题的求解，还有许多方面处于进一步的

研究之中。 

5  算  例 

以图 3 所示的隧道开挖为例，岩体力学参数 
为：重度 =26 kN/m3，变形模量 E=3.6 GPa，泊松

比  =0.2。从上到下分 3 步开挖，根据对称性取其

一半进行计算。模型的下边界受双向固定约束，左

右边界受水平方向固定约束。按平面应变进行分析。

计算中所有的物理覆盖上都采用 2 阶的覆盖函数。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 3 隧道的计算模型（单位: m） 
Fig.3  The calculation model of tunnel (unit: m) 
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图4给出了开挖前及3个开挖步的主应力分布。

可以看到，在每个开挖步的隧道拱脚处主应力都有

较大的集中，拱顶和拱底中部均有水平拉应力出 
现。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4 各开挖步的主应力分布 
Fig.4  The distribution of principal stress of different 

excavation step 
 

6  结  论 

(1) 数值流形方法不用为开挖的部分准备专门

的单元，简单的数学覆盖可以适应任意的开挖过 
程，使程序计算的前处理工作比较简单。 

(2) 有限元法求解开挖问题时，开挖等效荷载

的计算是个复杂的问题，而数值流形方法对开挖问

题的模拟，不用考虑被卸除材料部分对体系的作 
用，因而不需计算开挖的等效荷载，使模拟开挖的

过程更为自然和简捷。 
(3) 高阶的数值流形方法具有局部解析的特

点，对问题的求解有较高的精度。采用继承广义自

由度的方法可以实现各开挖步之间初应力的准确传

递，有利于问题的求解精度。 
(4) 本文只考虑了体系材料自重的作用，对于

包括其它平衡力项的问题，只需在平衡方程中增加

相应的矩阵项，则可按上述过程进行开挖问题的分

析。 
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2.0 MPa 2.0 MPa 
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